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Chuwong 1
PHUONG TRINH VI PHAN CAP 1

§ 1.1. KHAI NIEM CHUNG

Phuong trinh vi phén la phuong trinh chira ham sb chua biét (thuong goi la bién phu
thudc ), bién sb doc lap x va cac dao ham ciia ham sé chua biét (hoic cac vi phan cia no).
Nhiéu hé vat ly, hoa hoc va sinh hoc... cé thé dugc mo ta bang md hinh toan hoc. Khi mé hinh
dugc xay dung ta thuong phai giai phuong trinh, trong dé da s la phuong trinh vi phan dé du
bao va dinh lugng cac tinh chal va dic trung cia hé dang duge mé hinh hoa. Do muc dich
cuon sach, chung ta thudng xét cac phuong trinh vi phén c6 nghiém dudi dang biéu dién so
cép, tirc 1a cac nghiém ton tai va ¢o thé biéu thi duoi dang cac ham co ban nhu expx,
In x, sin x,... Tuy nhién, c6 mdt sb phuong trinh khong thé viét nghiém dudi dang biéu dién
so cép, khi d6 c6 thé biéu thi qua mdt chudi v han.

Vidu 1.1. Cac phuorng trinh Volterra — Lotka la cac phuong trinh vi phan dung dé md
hinh ho4 cac tucmg tac giita vat sin mdi va con mbi trong viéc xac lap cac quan thé sinh hoc
(nhu c4 16n va c4 bé, méo va chudt,...) véi cac gia thiét:

— 86 luong con mdi s& tang theo ham mii néu khdng c6 vat san mdi 1a Ax;

— S6 lugng vat san moi s& giam theo ham mii néu khong c6 con mdi 1a —Cy;

— 86 luong con mdi giam xudng lién quan dén tin sb vat san mdi gip con mdi, két qua
la an thit con mdi la —Bxy;

— S6 lugng vat sin mdi ting lén lién quan dén tan sé vat san méi gip con mdi, két qua
14 an thit con mdi 1a Dxy.

Str dung cac gia thiét trén, ta dua ra phuong trinh Volterra — Lotka d6i voi hé hai chiéu
vat sin mdi va con méi duge ting trudng theo ham mit. Ta cé hé phuong trinh vi phan sau

~ Ix = Ax— Bxy = x(A— By)
F(x(1).¥(1))= |7 =—Cy+ Dy = y(~C+ Dx),

trong d6: x dic trung cho dd 1én cua sb lugng con méi; y dic trung cho do 16n cia sé luong
vat san moi.

Ty 1é tang truomg dbi voi mbi sb luong duoc xéac dinh bang biéu thire cia x, y phu thudce
vao thoi gian ¢, nhung ¢ khong c6 mat trong phuong trinh. Céc hang sb 4, B, C va D la cac
hing s6 duong.

Cac gia thiét trén duoc md ta trén mot hé kin chi ¢6 hai loai anh huong 14n nhau, khéng
c6 tac dong bén ngoai nao anh hudng dén hé nhu tac dong cua mdi truong hay c6 mat mot
loai khac. Tat nhién, mé hinh trén la phi thuc té, nhung né cho mét birc tranh dé nghién ciru
s6 lwong cac dong vat. Co thé md rong md hinh trén cho mét hé nhiéu hon hai ddi véi céac
dong vat an thit 1an nhau.



Cac diém dimg cha hé ting
truong theo ham mii 1a (x,y)=(0,0),
(C/D, A/B). Diém dimg (0,0) khong
dang quan tdm, nhung diém dimg thir
hai cho thdy tinh chat déng hoc cua
viéc phat trién sd luong cac vat, ta
quan tdm dén diém ding nay la bén
hay tiém cén bén, tirc 1a tinh én dinh
cua cac diém dung. Hinh 1.1 cho tir
quy dao ngoai cung dén trong cung véi
diém 6n dinh 1a (1,1). <

Trong phwong trinh vi phén, néu
ham cén tim chi phu thuéc mét bién
doc 1ap, phuong trinh d6 duoc goi la
phurong trinh vi phdn thuong (ordinary Hinh 1.1. Qup dao khong gian pha cua hé
differential equation — ODE). Néu ham Volterra — Lotka véi cdc diéu kién ban déu
cin tim phu thudc vao hai hodc nhidu  (x(0),»(0))=(0,25, 0,25); (0,5, 0,5);(0.75, 0,75)
bién doc lap, phuong trinh dugc goi l1a
phwong trinh vi phdn dao ham riéng (partial differential equation — PDE).

Vi du 1.2. Dinh luat II Newton 12 mét phuong trinh vi phén thudng:

\

d2 "Fl @J

Vi du 1.3. Phuong trinh dao dong ctia mot soi ddy cing dan hdi 1a mot phuong trinh vi
phén dao ham riéng:
o’u , 0'u
u, =a’ U, @? =a" —,a=const. K
Trong cudn sach nay, chu yéu nghién ciru cac phuong trinh vi phén thudng.
Cdp cua phuong trinh vi phan 1a cdp cua dao ham cao nhit xuét hién trong perO’ng

trinh. Nhu vay, phuong trinh chi chira dao ham dy/dx, nhung khdng chira dao ham cap cao
hon dugce goi 14 phuwong trink vi phdn cdp 1; phuong trinh chira dao ham &° y/dx*, nhung
khéng chira dao ham cap cao hon duoc goi la phwong trinh vi phan cap 2,...

Trong chuong nay ta xét phuong trinh vi phﬁp cip 1. 1

Bdc ctia phuong trinh vi phén xéc dinh bdi s6 luy thira trong biéu thirc cia dao ham cao
nhét sau khi d4 bién d6i phuong trinh, sao cho béc cua dao ham chi chira luy thira nguyén, Sb
luy thira ciia bién doc 1ap hodc s lug thira ciia dao ham thdp hon dao ham cao nhit khong
dong vai tro xac dinh bac cua phuong trinh.

Vi du 1.4, Xac dinh cip va bac ciia phirong trinh vi phin

z 37 ¢ g2 N p 3
(:!x}; + xcosx(%] +x’y=0& L‘;{J +(xcosx)’ sz_yj +(x'y) =o0.

Pay 12 phuong trinh vi phén cip 2, bic 7. <




Tich phdn cua phuong trinh vi phdn 1a mot hay nhiéu phuong trinh lién két cac ham sb
chua biét va cac bién sé doc lap, sao cho phuong trinh vi phan da cho tré thanh dong nhét
thire khi ta thay vao phuong trinh d6 cac ham sd chua biét va cac dao ham cua nd c6 miit
trong phuong trinh.

Nghiém téng qudt cia mot phuong trinh vi phan 1a ham téng quat y(x) thoa man
phuong trinh. Di v&i phuong trinh vi phan cép 1, nghiém tfmg quét chita mét hing s tich
phéan duoc xé4c dinh bang Ccac diéu kién bién thich hop Nghiém tdng quat ctia phuong trinh vi
phén cép n chia n hang sb tuy ¥ cua tich phan, vi vdy cén n diéu kién bién dé xéc dinh n hing
s6 nay. Khi cac diéu kién bién xéc dinh dugc cac hing sb, nghiém tim duoc goi 1a nghiém
riéng cua phuong trinh vi phan da cho.

Khi mét nghiém bat ky ciia phuong trinh vi phén dugc tim thay, ching ludn luén co thé
kiém tra dugc bang cach thay vao phuong trinh géc va thoa man bét cir diéu kién bién nao
da cho.

Tim nhing tich phén ctia phwong trinh vi phén goi 14 phép tich phdn cua phuong trinh d6.

Tich phén cua phuorng trinh vi phan khong don tri, né c6 thé chira nhimg dai luong
khong dbi hay nhitng ham s c6 thé chon mét cach wy y.

Dé xéc dinh nghiém don tri, nguoi ta dat cho cac ham sb chua biét cac diéu kién bd
sung, goi 1a cac diéu kién ban dau (initial conditions) hay céc diéu kién bién (boundary
conditions) dé budc cho cac ham sb chua biét va ca mot s6 dao ham cuia n6 phai Iay cac gia tri
cho truéc tai nhimg gia tri xac dinh cua bién s doc lap. Vi nhimg diéu kién bd sung Ay,
nghiém cua bai toan s€ don tri. Mgt phuong trinh la tuyén tinh néu né 1a bac 1, khong chira
cac tich clia ham cén tim va céc dao ham ciia n6. Mot phwong trinh 14 phi ruyén néu né khong
tuyén tinh.

Bai toan tim nghiém cuia phuong trinh vi phan véi cac diéu kién ban dau hay diéu kién
bién da cho dugc goi 1a bai todn Cauchy. Bai toan Cauchy tucmg duong voi viée tim duong
cong tich phan di qua mét diém nao do6 cho trude, Voi mét s6 diéu kién hay gia thiét kém
theo, nghlem ciia bai toan Cauchy ton tai va duy nhit.

Mot s phuong trinh vi phdn con ¢6 cac nghiém ky di', tic 1a tai mdi diém cuoa no tinh
duy nhat nghiém cua bai toan Cauchy bi pha v&, cac nghiém nay khong chura cac hing sb tuy
y va khong thé tim dwoc nghiém téng quét.

§ 1.2. PHUONG TRINH VI PHAN CAP 1
VA TRUONG HUONG

1. Phwong trinh vi phan cép 1
Phuong trinh vi phén cép 1 1a phuong trinh ¢6 dang tdng quét
@
Flx,y, 0,
(2 3.¥) =0,y ===,
Nghiém ctia phuong trinh (1.1) 1a ham y = y(x) sao cho khi thay vao (1.1) ta dugc

ddng nhat thirc. C6 v6 sé nghiém dé khi thé vao phuong trinh (1.1) ta dugc ddng nhét thure.
Qua trinh tim cac nghiém cta phuong trinh (1.1) goi la tich phdn phuong trinh d6. Néu tur
phuong trinh (1.1) ¢6 thé suy ra ), tirc la

(1.1)

'Nghiém va diém ky di s& dugc trinh bay chi tiét trong chuong 7.



Y =f(x) (1.2)
thi phuong trinh (1.2) dugce goi la phwong trinh vi phdn cdp 1 gidi ra duoe d6i véi dao ham.

2. Dinh ly ton tai nghiém Cauchy

Néu f(x,y) lién tuc trong mét mién nao d6 bao quanh diém (x,,y,), tic la khi
‘x—xﬁl <a, |y~ yo\ <b (a>0,b> 0), thi tdn tai it nhit mot nghiém cua phuong trinh (1.2) ldy
gia trj Yo hhi x = x,, x4c dinh va lién tuc trong mét khoang nao d6 quanh x,. Ngoal ra, néu
trong mien d6 diéu kién sau duoc thoa mén :

[f ¥ ) f( x,y2)|<N|y,——y2[, (1.3)

trong d6: N 1a hing sé nao d6 khong phu thude vao x,y,,,, thi nghiém d6 14 duy nhét va la
ham s lién tyuc tai x,. Diéu kién (1.3) duoc goi la diéu kién Lipsit. Didu kién Lipsit ré rang

duoc thuc hién néu £ (x,y) ¢6 dao ham riéng 0f /3y gi6i ndi trong mién dang xét.

3. Trwong hwéng

Néu db thi nghiém y = ¢(x) cla phuong trinh y' = f(x,y) di qua diém M(x,y), thi
hé s6 goc tiép tuyén véi do thi tai diém M (x,y) (bang dy/dx) c6 thé x4c dinh truc tiép tir
phuong trinh vi phén. Do dé, phuong trinh vi phéan xac dinh tai mdi diém hudng cua 'Elep
tuyén véi d thi caa nghiém. Tap hop nhitng hudng d6 lap nén mot trucng huong. Mbi diém
cung v6i huong tai d6 goi 1a mét phan tr cua tru'orng hudng. Tich phan mét phuong trinh vi
phén cap 1vé mat hinh hoc dugc quy vé viéc ndi cac phén tir thanh duong cong tich phan ma
tiép tuyén tai mdi diém co hucmg trung v6i hudng cia truong hudng. ’

Pudng cong ma tai mdi diém cua né hudéng cua trudmg hudng khéng thay ddi dugc
goi 1a ducmg dding phuc. Nhu vdy, phuong trinh dudng dang phuc c6 dang f(x,y)=c (c la
hings).

Duong dang phuc khéng trung vo6i dudmg cong tich phén. ”

Trong mét s6 truong hop gép phai trudng hudng, trong d6 c6 ca nhimg hudng thang
dimg — tuong \mg véi ham £ (x,y) =0, khi d6 c6 thé thay déi vai trd cua bién sb phu thude’

va bién sb doc 14p, tirc 1a bién dbi _@{ = ( ) s€ tuong duong véi phuong trinh dé cho.
X,y

Tap hop cac dudong cong tich phén s& phu thudc vio mét tham sb, va phuong trinh cua hg cac

ducmg cong tich phan 14 tich phdn téng qudt cua phuong trinh vi phén cip 1 (chita mot hang

s& tuy ¥). Mubn thu dugc nghiém riéng y =@(y) thoa man y, =¢(x,), tir tich phan téng
quat F'(x,y,c)=0 taxéc dinh ¢ qua phuong trinh F(x,,y,,¢}=0.

Vidu 1.5, V& truong huéng cia phuong trinh vi phan y' = y—x. Sau dé, vé tap hop
cac duong cong tich phén cho phuong trinh vi phén nay. ,

Gigi: Dé vé trudng l‘lu(mg’ cho phuong trinh vi phén trén, trugc het ta tim céc vi tri,
trong d6 dao ham la mot hang s6 1am thanh cac duong ding phuc bé lam dugc diéu do, cho

dao ham bing c, ta thu duoc mét ho cac phuong trinh duoc goi 14 ko cdc dwong ding phuc,

tai do dao ham bang c. Trong trudong hop nay ta cé
c=y—x



